Sur les fonctions hyperharmoniques. 
Par 
Ladislas Nikliborc (Lwéw). 


Introduction. 


Il serait inutile d'insister ici sur la portée de l'influence de la 
théorie des fonctions harmoniques sur le développement de la thé- 
orie des fonctions d’une variable complexe. On sait en effet que 
l'étude d’une fonction d’une variable complexe est au fond équiva- 
lente à l'étude d’un système de deux fonctions harmoniques conju- 
guées de deux variables réelles. 

; Le cas des fonctions de deux variables complexes diffère pro- 
fondément de celui des fonctions d’une seule variable complexe et 
voici comment M. Picard s'exprime à ce sujet!): 

„On voit de suite lə différence profonde qui doit séparer la 
théorie des fonctions de deux variables complexes de celle d’une 
variable. Dans celle-ci, ia partie réelle P doit satisfaire à l’unique 
l'équation de Laplacc, dans celle-là, au contraire, nous trouvons 
quatre équations pour cette seule partie réelle P. Il ne semble 
guère possible d'étudier ce système de quatre équations comme on 
a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer 
la fonction P+ iQ dans son ensemble, sans étudier séparément 
P et Q*. 

Il n’est pas done étonnant que, dans les travaux consacrés 
à la théorie des fonctions de deux variables complexes, on se soit 
servi jusqu’à présent presque exclusivement des grandeurs comple- 
xes en renonçant à la séparation des parties réelle et imaginaire; 
à notre connaissance, il n'existe qu’un seul mémoire où la sépa- 
ration des parties réelle et imaginaire d’une fonction de deux va- 


1) Traité d'Analyse. T. II. p. 257 (deuxième édit.). 
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riables complexes ait été employée avec succès et c'est le célèbre 
mémoire de Poincaré: „Sur les fonctions de deux variables“ 1). 

L'objet du présent mémoire consiste en étude des fonctions 
de quatre variables réelles x,, Yı, X2, Yə, susceptibles de représenter 
la partie réelle ou la partie imaginaire d’une fonction analytique de 
deux variables complexes x, + iy, et x, Hiy,. Ces fonctions se 
confondent avec celles qui vérifient le système suivant de quatre 
équations aux dérivées partielles: 


du | du 
Top 
Ou , d'u 
(1) Ta 
du Iu 
Ix IX, IY 
dtu dzu 


Idn 2m 
On appelle le plus souvent?) les fonctions satisfaisant aux 


équations (1) „fonctions biharmoniques“, mais, comme en Physique 
mathématique, on donne le même nom aux intégrales de l'équation 


AAu = 0 


(dite „équation biharmonique“), équation qu'on rencontre dans la 
théorie des plaques élastiques, nous donnerons aux fonctions qui 
vont nous occuper, c’est-à dire à celles qui vérifient le système (1), 
le nom de „fonctions hyper-harmoniques“. 

Les principaux résultats du présent travail sont les suivants: 

Dans le chapitre I, nous démontrons qu’on peut définir les 
fonctions hyperharmoniques, régulières dans un domaine déterminé, 
par la condition de satisfaire à un système de, trois seulement 
équations dont la forme en coordonnées hyperspheroïdales est par- 
ticulièrement simple. 

Dans le Chapitre II, nous étudions certains développements 
en série. Ces développements permettent de démontrer quelques 


1) Acta Mathematica. T. II. 1883, p. 99 et T. XXII 1898, p. 112. 

2?) L. c. Aussi M. Osgood appelle les fonctions, qui nous occupent ,fonc- 
tions biharmoniques* dans son livre „Lehrbuch der Funktionentheorie Bd, II. 
lte Lieferung“. 
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théorèmes intéressants sur les classes des fonctions satisfaisant 
à certains systèmes d'équations 

Le Chapitre III" est consacré à l'étude de l'intégrale de 
Poisson pour les fonctions hyperharmoniques et à l'étude du pro- 
blème de Dirichtet pour ces fonctions. On peut ici poser le pro- 
blème de Dirichtet de deux manières différentes, en définissant 
les conditions aux limites soit sur une multiplicité à deux, soit sur 
une multiplicité à trois dimensions. Mais il se trouve, que dans 
aucun cas on ne peut se donner les conditions limites d’une façon 
tout à fait arbitraire. En réalité ces conditions doivent s'exprimer 
par des fonctions appartenant à une classe spéciale de fonctions, 
classe qui est définie pour chaque domaine déterminé par une infi- 
nité de relations auxquelles les fonctions de cette classe doivent 
satisfaire. La solution du problème de Dirichtet est traité ici dans 
un cas particulièrement simple et nous réservons l'étude des cas 
plus généraux pour un mémoire ultérieur. 

Ajoutons que quelques-uns des résultats exposés dans ce 
mémoire ont fait l’objet de deux notes insérées dans les „Comptes 
rendus“ 1). 

En terminant cette introduction, je tiens à exprimer mes plus 
vifs remercîments à M. le Professeur S. Zaremba pour les 
observations qu'il a eu la bonté de me faire après avoir pris con- 
naissance de mon travail et dont j'ai tiré grand parti pour la ré- 
daction définitive de ce mémoire. 


CHAPITRE I. 
Les. équations 4,u = 0. 


$ 1. Définitions et notations. Soit (T) un domaine, situé 
dans l’espace à quatre dimensions des variables 2,, Y1, Xa, ya En 

posant 
2, = 2, + iy, (4 = 1,2) 


envisageons une fonction f(2,, 2) holomorphe dans (T). 
La partie réelle w(x,, Y1, 2o, Y2) et de même la partie imagi- 


1) „Sur les fonctions hyperharmoniques“. T. 180, p. 1008. 1925, et T. 182 
p. 110. 1926. 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 9 
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naire (x, Y1, as Y2) de la fonction f(2;, 23) ne sont pas indépendan- 
tes et on sait qu’elles sont liées par les quatre équations 


Su _ 2 
x, -yy 

() du Ou (x= 1,2) 
y %, 


bien connues sous le nom d'équations de Cauchy-Riemann“1). 
Il suit de là que la fonction u(x,.y,,2:, Y2) [et de même la. 
fonction v] doit satisfaire à quatre équations?): 


du Ou 
Au — Je T E — 
du , du 
4, u dx? + ET: = X 
(2) S u CLR 
rt Ir It  Onôÿe 
A Du u 
i= ; 


Pny Ed 
que nous appellerons „équations de Laplace“. 
En dehors des équations (2), nous aurons à considérer l'équation 


3u du du 
(3) Au= yat F + at aT 


que nous appellerons „équation complète de Laplace“. 

Voici les définitions des trois classes des fonctions que 
nous allons étudier dans ce mémoire: 

„Si la fonction u(æ,, J, Ts Y2) est définie et continue 
avec ses dérivées partielles du premier ordre à Pin- 
térieur du domaine (T), si de plus les dérivées par- 
tielles du deuxième ordre dans ce domaine existent, 
nous disons que cette fonction est 

1° harmonique dans (T) si 


Au = 0 


20 doublement harmonique dans (T) si 


1) Picard. Traité d'Analyse. Tome II. Deuxième éd. p. 255. 
3) Picard. L. c. 
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Au= 0 
Au —0, 


3° hyperharmonique dans (T) si elle ‘satisfait au 
système (2) des équations“. 

On voit immédiatement que toute fonetion doublement har- 
monique dans un domaine est aussi harmonique est de même, 
que toute fonction hyperharmonique dans un domaine est aussi dou- 
blement harmonique et alors „a fortiori“ harmonique dans ce 
domaine. 

En vertu des ces remarques, des définitions adoptées et d’un 
théorème de M. Wilkosz!), on peut affirmer que les fonctions 
qui appartiennent à l’une quelconque des classes précédentes, jouis- 
sent de la propriété d’avoir des dérivées partielles du deuxième 
ordre continues. Il suit de là que les fonctions qui nous occu- 
pent, possèdent des dérivées partielles continues de tous les ordres. 


$ 2. Les équations 4,u = f,. 
Envisageons le système d'équations 
Au = f,(rr Yi: Tos Y2) (x= 1,2,3,4) 

où les fonctions sont continues avec leurs dérivées partielles à lin- 
térieur du domaine (T). 

Existe-t-il du moins une fonction u, qui satisfasse au système (3) ? 

Evidemment non et il est très facile d'établir des conditions né- 
cessaires pour qu'une telle fonction existe. Laissons cette question 
de côté et en supposant que l’on ait identiquement 
(4) fa = y (x = 1, 2, 3, 4) 
où les c, représentent des constantes, envisageons les équations 
(5) Apu =e; (x = 1, 2, 5,4) 

Il est très facile de voir que les conditions de compatibilité 
des équations (5) sont remplies. 

$ 3. Les équations 4,u = c,. 


Nous allons établir dans ce paragraphe PTE théorèmes 
intéressants sur le système (5). Notons que les démonstrations directes, 


1) C. R, T. 174. (1922 I). p. 435. 
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exposées dans ce § sont dues à mon Collègue M. H. Âuerbach: 
celles que j'avais données d'abord ayant été basées sur les théorè- 
mes du III" Chapitre!) de ce mémoire. 
Théorème: „Si la fonction u satisfait aux équations 
Au TC, AU —=t, Duc, 


x 


il existe une constante c, telle qu'on ait 
Ait; 


Dém. En effet, toute fonction u(x, y, Xe Yı) vérifie identi- 
quement les relations 


= Aqu 5 Au z Azu 
ga Da gi Au ge da 
A aR ES = Azu a A,u 
= Au = z Au — a IA 


dont notre théorème est une conséquence immédiate. 
Corollaire: ,A toute fonction u(t, Yı; 2a, Y) satis- 
faisant au système 


(6) ENNE E 


correspond une infinité de systèmes de deux con- 
stantes œ et B telles que la fonction 


(7) v =u + Tiy + BYT 


soit hyperharmonique“. 
Dém. D’après un théorème déjà demontré, les équations (6) 
entraînent la suivante 


Aue 
Il s'ensuit donc que si les constantes a et p satisfont à l'équation 


a+ +a =o, 


1) V, la première de mes notes citées plus haut. 


http://rcin.org.pl 


69 


la fonction v, définie par (T), sera une fonction hyperharmo- 
nique. 

Remarquons que les équations (6) m’entraînent pas l'équation 
Au = 0, comme le prouve l'exemple u = 2 £143 — y. 

D'une manière analogue on peut démontrer le théorème 
suivant: ; 

Les équations 


Ati AU AC, 
entraînent l'équation 
Au 
Une conséquence immédiate de ce théorème est le suivant: 
„Pour toute fonction u qui satisfait au système 
au Nu 0; 
il existe un couple de nombres réels a, 8, tel que 
la fonction à 
v =u + att, + By 


soit une fonction hyperharmonique. 


§ 4. Les équations p,u = 0. 
Envisageons maintenant les deux équations 


(8) yie (z183 + Y1Y2) Ast F (LY — Y12844 = 0 
Pau = (T1Y2 — NT) dgu — (T12, +Y1Y2) 4u = 0 
que nous appellerons „équations de Laplace transformées“. 
Il est évident que toute l'intégrale des équations 4u = 0 et 
Au = 0 est aussi l'intégrale des équations pu = 0 et pyu—0. La 
réciproque reste vraie, car on peut considérer les équations (8) 
comme les équations linéaires en Au et A,u, dont le déterminant 
est égal à l'expression 


(ei + 45) (23 + y3). ; 


Il suit de là que pour qu'une fonction (£1, Y1; £o. Ya) soit 
dans (T) hyperharmonique, il faut et il suffit qwelle satisfasse au 
système 


Au = 0, 4u = 0, ypu = 0, pau = 0. 
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Mais l'importance des équations (9), qui peuvent servir de 
définition aux fonctions hyperharmoniques, est beaucoup plus grande. 
Elle consiste en ce que dans le cas des fonctions régulières, le 
système (9) peut être réduit à un système de trois équations 
seulement. | 

C'est la première proposition fondamentale du 
notre travail; elle peut être énoncée comme il suit: 

91 le-point Tr —y—1—7,—\0. est situé À l'inté- 
rieur du domaine (7) et si la fonction w(x, Yı, ta y) 
étant continue avec ses dérivées partielles des deux 
premiers ordres!'), satisfait à l’un des systèmes dé- 
quations 


Au = Au = pu = 0 
ou 


Au = Aou = pu = 0, 


elle est nécessairement hyperharmonique“. 
La démonstration est très simple. Supposons, par exemple, que 


les équations 4u = Au = pu = 0 soient satisfaites et partons des 
identités suivantes: 


à 9 9 
2x, Pau = Ya Åg — 2e ArU + (die — Lys) se Azu — (X18 -Y1ÿ2) x, Au 
ð — 9 
9 puy Aou — 23 Aou (XXe — — 4u 
(9) 3y, V Yz ds 244 + (1e NYa) Fy, su + 
ə 
F (21Y2 — Yita) EPA 4u=0. 

Elles nous donneront 

3 — ; 2 f] 

dx, Pau = — (2 Ze + Y1 Y2) y Aiu + (£Y — Y221) Ias Au. 

D'un façon analogue on trouvera 

NE E EET 

a AE (ae 
1) La supposition de la continuité des dérivées du 2™° ordre n'est pas né- 


cessaire, comme on le voit en s’appnyant sur le théorème cité de M. Wilkosz. 
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Donc dans tout le domaine (T) yu = const. et comme 


on a identiquement 
Vau —0. 
On démontre d'une façon analogue la deuxième partie du 
théorème. 
Remarque: L'hypothèse que le point (x, = y, = £, =Y, =0) 
est à l’intérieur du domaine de régularité de la fonction u, est 
essentielle, comme nous le démontrerons plus tard. 


$ 5. Les fonctions doublement harmoniques. Nous savons 
déjà qu’une fonction doublement harmonique n’est pas en général 
fonction hyperharmonique. Cependant on peut trouver deux fonc- 
tions hyperharmoniques étroitement liées à la fonction u. 


En effet, d’après les formules (9), on a 
2 - ð - 

Jz, Fu == 3y, yiu 
2 - 3 - 
PAA ra S yiu 
3 — - à - 
A hante ee 
9 - 9 - 
Era mu EEA ZCA 

Il suit de là que 


A(p,u) — 0 (3 


On a done le 
théorème ,La fonction 


ER 23) ee Vau =E ipu, 


où 2 =y Hit, est analytique régulière“. 
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$ 6. Coordonnées hypersphéroïdales. Introduisons mainte- 
nant de nouvelles coordonnées 7,, Pi, ra, Pa, ©. à d. les quantités 


liées à £3, Y1, Xo, Ya par les relations 
Î k 
Ly FH iY = 1,6 Px (x =12); 
; Nous appellerons ces nouvelles coordonnées: „coordonnés 
hypersphéroïdales“. 


Par un calcul direct on trouve facilement des expressions 
pour À,u en coordonnées 7i, Pi, re, Qa, On a 


du 1 Ju 
4,u =: mate +: ri’ I (x= 1,2) 
(10) Asu = Fu. COS (Ps — P1) + Pau . Sin (p, — 


Au = pau. sin (P —p;) — Pet . COS (Ps — P1); 


où l’on a posé 


es _ du ne 1. u 
PET ndr | rir, 9p, Ip, 
(11) 1- 2y 1: ou 


PU a apin n InI 


Les expressions en coordonnées 7i, j, ?s; Pg pour AA peu 
s’obtiennent facilement et l'on a 
(12) Pau = rire pau 

pou = riraFou. 

D'après les résultats du $ 5%, le système 
(13) Au = du = pau = pau = 0 
est complètement équivalent au système (2) et il peut de même 
être réduit à un des systèmes 
Au—=0, Au=0, yu=0 


(14) Au=0, 4% =0,; pi, 


sous la condition que la fonction w soit régulière à l’origine. 
§ 7. Les équations pu—0 et pau —0. Nous terminerons 


ce chapitre en démontrant la proposition suivante: 
„Si la fonction u(x, yı x, 7) est continue avec ses 
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dérivées partielles des trois premiers ordres à l'inté- 
rieur du domaine (T) comprenant l'origine et si 
pau = 0 
Pau = 0, 
alors on peut déterminer deux fonctions 
fa Y1), falta Ya) 
telles que la fonction 
U(E, Y15 Los Ya) — fi (21, Y1) — fa (des Y2) 
soit hyperharmonique dans (T)“. 
Dém. En effet’) cherchons s'il est possible de trouver une 
fonction (15) satisfaisant aux équations 
Au = hpu = pu = pau = 0. 
Or on voit d’après l'hypothése qu'on a certainement 
Palu — fi — fs) = 0 
AC — fi — fa) =Q, 
les fonctions /,(æ, y1) et f(x. Ya) étant absolument quelconques et 


assujetties seulement à avoir des dérivées partielles des deux pre- 
miers ordres. 


Il nous reste alors à montrer qu’on peut satisfaire aux équations 
A(u — f,) = 0 
4u — f,) = 0. 

A cet effet observons que les expressions Au et A,w sont des. 


fonctions bien définies et continues dans (T) et qu’elles possèdent 
des dérivées partielles du premier ordre continues. Calculons les 


s ð = ; 
dérivées + Au et ~— Au. On trouve immédiatement qu'on a 


IT CA 
ð 9 e] 
RE e A0 
ð 9 2 
5 AN SANS FANS 


1) Je dois cette démonstration à M. Zaremba; ma démonstration primitive 
était basée sur les développements employés dans le II™° Chapitre; voir pour 
cela la deuxième de mes notes citée plus haut. 
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L'expression A,u est donc une fonction qui dépend seulement 
des variables (x,,7,) et on prouve d’une manière analogue que 4,u 
dépend seulement des variables (æ,, y). 


Posons 


A,u = Palr,s Yy) (x PF 1, 2) 


et envisageons des équations 


AER Y,) ee p,(x,, Yy) (x= 1, 2). 


. 


On peut évidemment intégrer ces équations!) et on voit que 
des fonctions f(x, y1) et f(T, Y2) déterminées par ce procédé nous 
fournissent la solution du problème. 


Remarque. On peut encore se demander si les fonctions 
flai y) et Jalta Ye) sont entièrement déterminées. Evidem- 
ment non, car en désignant par H,(x,,y,) et H,(æ, Y2) des fonctions 
harmoniques quelconques, on voit que l'expression 


u— a + H;) — r Hi) 


est aussi une fonction hyperharmonique. 
Mais on peut aussi démontrer la réciproque. 
Si nous avions 


u — fa Y1) — falte Y) = v 
u — Pis: Y1) — Palo; Ya) = W, 
où v et w désigneraient des fonctions hyperharmoniques, nous aurions 
C a 
done 
Aw — w) = A (p, — ) = 0 
4,(0 — w) = 4 (Pp — fa) = 0. ce. q. f. d. 


1) Voir p. e. Goursat. Cours d'Analyse. T, II. 2° éd, p. 227 et suiv. 
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CHAPITRE II. 
Développements en séries. 


$ 1. Développément d’une fonction harmonique. 
Envisageons la fonction #(r,,p,) harmonique dans la cou- 
ronne circulaire définie par des inégalités 


RICE. 


On démontre, dans la théorie du potentiel logarithmique, 
qu’une telle fonction peut être mise sous la forme d’une série 


o 

U) fe, p)=clog r+ Y'a". 7 e0s2p bb ina) 
x=i 

où les aol, c représentent des constantes. La série (1) converge 

uniformément dans tout domaine fermé situé entiérement à l’inté- 

rieur de la couronne circulaire considérée. 

Réciproquement, la série (1) supposée uniformément conver- 
gente, représente une fonction harmonique à l'intérieur du domaine 
de convergence. 

Nous allons montrer ici que la fonction f(r, p) peut être mise 
aussi sous la forme suivante: 


+00 
f(r, p) = clogr +9 (a, cos xp + b, sin x p)r*. 
Soient 7, et r, deux nombres positifs 
EE a E A 
Il existe évidemment un nombre positif M tel qu'on a 


| A, (phrt + 4_,(pri* | < M 


| 4,(p)ré + 4_,(gra* | < M (x = 1. 2,....), 


où lou a posé $ 


A,(p) = a,cosxp + b,sinxp (x= +1, + 2,..). 


On obtient done immédiatement des inégalités 
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o 
AAD < pe 
Re rer = 2x:) 
A- aane 
| (p) ES r — tý 
d'où on tire les relations: 
M M 
RSS 
(2) ne RMC E 
} TE Ds 
PE ee 1 «Le 6: re 
r3 a r5 


Il suit de ce qui een que la série 


PAKA ESLI 


x=1 
(dont la convergence pour r< r, peut être prouvée directement en 
vertu des relations (2)) est une majorante pour la série / 


+ 
d'a pr. 


On peut démontrer de la même façon la convergence de la série 


24.7 


x=1 


pour Îles r œ> ra C. q. f. d. 


§ 2. Développement d’une fonction doublement harmo- 
nique. Considérons maintenant lhypersphéroïde (7,), e. à d. 
l’ensemble des points (ri, Pi; r:, P2) où | 


"= R, 
RS 


Les nombres K, et R, porteront le nom de „rayons du 
hypersphéroïdef. 

Envisageons maintenant deux hypersphéroïdes (TP) et (T) 
et soient (A9, RP), respectivement (RP, RP), leurs rayons. L’ensem- 
ble des points communs ‘aux (TP) et (TẸ) forme un domaine que 
nous appellerons „couronne hypersphéroïdale“ (C;). 
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Soit maintenant w(r;,@.7:, P2) une fonction, supposée être 
doublement harmonique à l’intérieur du (C;). En se basant sur les 
considérations du numéro précédent, on démontre facilement la 
formule 


(3) u (r1, Pas To, Pa) ADN > [am COS mp . COS N Ps + 


m=0 n=0 
+ aÑ) cosmo, sinnp, + af sinm, cosnp, + aÑ) sinmop, sinnpe]|, 
où lon a 
{ai = aba + biolog ri + y log ra + diolog r, . logra 
d =0  (i=2,3,4) 
at = [a + Bhologra]rT + [70 + log rari” 
pour t= 1,3 et m > 0 


4 ao pour i= 2, 4 et m>0 
($) a) = [a + 80, log ra]r3 + yi + don log r1]r3" 


pour i—= 1,2 et n >0 
ghs) pour i = 3,4 et n>œ>0 
aa = Cm PT Ta F Bon TT ra" VaT ra Onta Ta" 
pour i= 1,2,3,4 et m>0, n > 0. 

Les lettres oH, 80... représentent des constantes. En effet, 
pour la démonstration, il suffit de considérer (r,,g,) comme les con- 
stantes et de développer la fouction u(ri, Pi, re, 2) en une série de 
la forme (1). Les a,.b,,c seront naturellement des fonctions des 
variables r,, y, et il est facile de voir que ces fonctions seront 
harmoniques en r, pẹ En développant à nouveau les à,,b,,c de 
la même manière, on parvient à la formule (3), avec les expres- 
sions (4) pour les af. 

Ajoutons que la série (3) converge dans (Cy), la convergence 
étant uniforme dans tout domaine fermé, situé entièrement à lin- 
térieur du (Cp). 

Réciproquement, si la série (3), avec les expressions (4) 
pour les a%,, converge uniformément à l'intérieur du (C), elle 
représente une fonction doublement harmonique à l’intérieur du (C,). 

On peut aussi, en s'appuyant sur la remarque faite à la fin 
du numéro précédent, démontrer que 

„toute fonction u(r ir» Pa) doublement harmo- 
nique à l'intérieur dune couronne hypersphéroïdale, 
peut être développée en une série 
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U (Ti, Pas las Pa) = 450 logr; logre +> Ano(Pi; P1). r7 logra + 


(5) g ee 
+3 An (Pi ga)" logr: + D DA mn(Pis Pa)-77 73 
ne -00 mM=—+n=—00 


où les 4,,,(g::g+) s'expriment simplement par les fonc- 
tions COSM. COS ne, Sin MP, SIN A Po. 


$ 3. Singularités des fonetions doublement harmoniques. 

On sait qu'une fonction harmonique peut avoir des singula- 
rités isolées et cette propriété est de la plus grande importance 
pour la théorie du potentiel. 

Il en est tout autrement des fonctions doublement harmoniques 
et „a fortiori“ des fonctions hyperharmoniques et c’est de là que 
dérive peut-être la différence la plus essentielle entre la théorie des 
fonetions d’une variable complexe et celle des fonctions de plu- 
sieurs variables complexes. 

En effet, je dis que les singularités des fonctions 
doublement harmoniques ne sont jamais isolées. 

Pour la démonstration revenons aux considérations du $ 2"° 
du texte. 

Supposons que la fonction u(r,,;,2:,y2) soit doublement 
harmonique dans le voisinage du point (0,0,0,0), en ne supposant 
rien au sujet des circonstances qui se présentent au point (0,0, 0,0) 
lui-même. En introduisant des coordonnées hypersphéroïdales, nous 
supposons done que la fonction w(r;,,g:,r», Pa) est doublement har- 
monique pour tous les points (71, P1, e, Pa) où r, et r, sont suffi- 
samment petits et 7i -+ 73 > 0. 

On voit done, en employant les notations du § 2% que les 
coefficients af), sont des fonctions régulières de 7, et r, pour tout 
couple des valeurs (r,,7,) positives et suffisamment petites, à Pex- 
ception du couple r, = r, = 0. 

Distinguons plusieurs cas: 

I. mœ0, nœ 0. On a dans ce cas: 


COTTON DUT ral H ari EE CPS TS 
Prenons un couple (r, 0,7”, —0). La fonction af, est pour 
ce couple régulière, ce qui est possible seulement si 
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mn Ta + den ra" = 0, 
et alors si 
Yan = 0 r 
pE 
L'expression pour aÑ, doit done se réduire à l'expression 
suivante 


Aari = on PT ra H Barira". 
Prenons maintenant un point (r; = 0. r, 4+0). La fonction 
a est, d'après ce qu’on a vu plus haut, régulière dans ce point 
et alors on doit avoir aussi 8%, — 0. 
Nous voyons donc que, dans le cas considéré, on doit avoir 


a = Ur rs G=1,2,3;4, m0 
n > 0), 
IT. On démontre, par une voie analogue, qu'on a 
PRO AR Y pour i= 1,3 et m>0 
a] d 
af, = agr pour i= 1,2 et n> 0 
af) =S pour i= lig 


Le développement (5) devient done simplifié et on obtient la 
formule 


u(ri, P1, T2; Pa) ERA D Saly Par" 79, 


m=) n=0 


qui converge pour r; = r, = l. 
Nous voyons done qu'on peut attribuer à notre fonction w 
pour r; = r, —0 une valeur telle que la fonction u sera régulière 


au point (r, = r, = 0) lui même. C. q. f. d. 


$ 4 Fonctions doublement harmoniques et l'équation 
yıu = 0. Supposons maintenant que la fonction w(r,, Pi, 2, 2) Sa- 
tisfasse à l'intérieur du (C,) au système des équations 


(6) Au du = pu =0. 


Le développement (3) avee les formules (4) pour les coeffi- 
cients at”, est naturellement valable, mais on peut se demander si la 
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condition y,u =Q ne nous permettrait pas de simplifier des formules. 
Or on peut „a priori“ affirmer que la réponse doit être affirmative, 
parce qu'il existe des fonctions doublement harmoniques qui ne 
satisfont pas à l'équation p,u = 0. 

Cherchons donc l’expression générale pour les fonctions satis- 
faisant au système (6) et, comme point de départ, prenons les 
formules (3) et (4). 

En posant 


Unn = 44) COSM P, COSM Po + a, Cosm p, Sin nPo + 
+a sinmp, cos np: + af, sin mp, Sinnpe, 


on voit que 


m= Y Dr. 


m=0 n=) 


et la somme double étant une série de Fourier, la condition pu = 0 
est équivalente au système des conditions 


Vilm,n Sr 0, (m,n = 0, Eaa 


Nous avons à distinguer quatre cas. 
Oas I: m >= 0, n >0: 
On a 
Vatm = DV, a, ah] cosm p, cosnps + 
+ DD laD, a] cos mp, .sinn Ps + 
+ DDD, aG] sin mp, . cosn pa +- 
+ D, [an an] SINMA, . SINN Pa, 
où on a posé: 
22A mn B 
A rT 
2 DA mn 
DD TA, BJ= —— 
or; 


rs lits 


po 


mn 


(4, B) == 


On doit done avoir 


Dh Lans, 49] = 0 Gij=1,4i+)) 
A DD, [an a] = 0 (i,j = 2,8, i# j). 
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En substituant les expressions (4) pour les af, et %, dans 


(7) on voit, que des constantes aŸ,,... doivent être assujeties aux 


-conditions 
at), + a, = 0 
pu — ff, = 
(8) US 0 


W 0 
Le a®, — af, = 0 
2, + +69, = 0 
(8) y2, + y®, = 
09, — 89, = 0, 
ce qui entraîne, que la formule pour mn peut être mise dans ce 
cas sous la forme suivante: 
Unn = [Sn ri ra H Onn ro” rz") cos (mp, + np) + - 
9 +S ple nr 12" + VTT ral cos(m; = np) + 
O Farir orr ra") sin (mp, + ap) + 
+e reri" Pr "ri sin(mp, —ngp:). (mn = 1, 2,...). 
Cas II: m>0, n= 0. On a 


9300, ) a®), 


Video —= Jr, EE Noam Gi p ame Ir, e mp. 


Done les af, doivent pour i= 1,3 et m>0 remplir l'équation 


94%) ds 
Irr ? 
ce qui entraîne, qu'on a 
a, = ar F yar" (i= 1,3) 


et alors 

(10) uno = [atri Hri "leos mg + [ar + ur") sin mi. 
Cas III. m= 0, nœ 0. On trouve, que 

(11) ton = [afri + prs"]cos np, + [afri + yrr"] sin » pe. 
Cas IV. m= 0, n = 0, On trouve facilement, que 


(12) Woy = ai + bilog ri + ylog re. 


Roeznik Polskiego Tow. matematycznego. 
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Réciproquement supposons, que la série 


m=0 n=0 


est uniformément convergente dans la couronne hypersphéroïdale, 
et que les um„ sont définis par les formules (9)—(12). D'après $ 2" 
la fonction u est doublement harmonique, elle possède alors des 
derivées partielles de tous les ordres, done on peut écrire la relation 


o 09 
Y 
Viu > 2 Patins 


m=0 n=() 


et comme p,%,, —0 (ce qu'on vérifie immédiatement), on a aussi 


Pau = 0: 


$ 5. Les fonctions doublement harmoniques et l'équation 
peu = 0. Passons maintenant au cas, ou la fonction «, supposée 
doublement harmonique dans la couronne (C;), satisfait encore 
à l'équation peu = 0. Par des considérations tout à fait semblables 
à celles du paragraphe précédent, ou trouve, que le développement 
de la fonction « est donné par la formule 


(13) u LD D TAN 


mel n=l 


où les expressions pour les um„ sont dans le cas m? -+ n? >Q pré- 
cisement les mêmes, lesquelles nous avons trouvées plus haut. |For- 
mules (9)—(11)]; Cest seulement le terme to. qui peut avoir dans- 
ce cas la forme plus genérale: 


(14) tlo o = a6 H boa logri + Yo lo ra + dfe logri, . logra. 

Réciproquement, si nous supposons, que la série (13) 
converge uniformément dans (C,), et que les #,, sont donnés par 
par les formules (9)—(11) et (14), la fonction u satisfait au système 
(15) Au ju = pau —=0 


Nous allos tirer de là une conséquence importante: 
Soit w(r1, Pis re, P2) une fonction uniforme, qui dans la cou- 
ronne (Cy) remplit les équations (6). En prenant la fonction w sous- 
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la forme (13) on obtient pour les u„„ des formules (9)—(12). La 
fonction: u est alors l'intégrale de l'équation 


Fou = 0. 


On a done le théorème, qui est une généralisation 
d'une partie du théorème démontré dans le § 4™° du I Chapitre: 

Toute fonction uniforme u(r, Pi; r% Pa) satisfai- 
sant dans (C,) au système des équations (6) est néces- 
sairement hyperharmonique dans cette couronne“. 

Mais on peut aller plus loin. Soit (ri, P1, ra P2) une fonction 
uniforme, satisfaisant dans (C„) au système (15). Prenons encore 
la fonction u sous la forme (13), les #,, étant définis par des for- 
mules (9)—(11) et (14). Nousi voyons, que c’est le terme to seule- 
ment, qui ne satisfait pas en général à léquation pu = 0, pendant 
que les autres termes sont des fonctions hyperharmoniques. 

On a done le théorème, qui est une généralisation de la 
deuxième partie du théorème, démontré dans le $ 4™° du I* Chapitre: 

„Pour toute fonction u(ri, Pi; a o), uniforme dans 
(Cn) satisfaisant au système (15) on peut trouver une 
constante c telle, que la fonction 


u — clogr, logre s 


sera hyperharmonique dans (C,). 
Pour que la fonction u soit d'elle même hyper- 
harmonique il faut et il suffit que. 


ce 0 


CHAPITRE III. 
Intégrale de Poisson et Problème de Dirichlet. 


$ 1. Théorème sur maximum et minimum, Avant d’abor- 

der le sujet propre du chapitre, nous allons donner un théorème, 
qui nous sera utile dans ce qui va suivre. 

Soit u une fonction doublement harmonique dans un domaine 

(T). Cette fonction étant harmonique jouit alors de la propriété, 

d'avoir des points, où elle devient extremum, toujours sur la fron- 

tière du (T). Or dans le cas d’une certaine classe des domaines, 

6 
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on peut pour les fonctions doublement harmoniques donner des 
renseignements plus précis sur les points d’extremum. 

Les domaines en question sont des domaines „cylindriques, t), 
dont on a déjà fait l’usage dlan la théorie de deux variables 
complexes. 

La définition des ces domaines est suivante: 

Soit (D,) un domaine, situé dans le plan de la 
variable complexe z, et (D,) un domaine, situé dans 
le plan de la variable complexe 2. L'ensemble des 
points (2, Yı, To, Y2) (où on a posé z, —+,+iy,) tels, que 
(xy) appartient à (D,) et (as,%) à Da est évidemment 
uu domaine (T) à quatre dimensions, domaine, qu'on 
appelle „cylindrique“ [formé,par (D,) et (D,)]*. 

Un exemple simple d’un tel domaine nous est fourni par 
l'hyperspéroïde. 

La variété à deux dimensions, située sur la frontière du (7°) 
qu’on obtient, en choisissant à la fois (æ,,7,) sur la frontière du 
(D,) et (£o, ya) sur la frontière du (D,) s'appellera „contour“ du 
domaine. 

Ceci posé, ou peut maintenant démontrer la proposition 
suivante: 

„Si la fonction u(x, Yu £e Y) est doublement har- 
monique dans un domaine cylindrique (T) et conti- 
nue dans ce domaine fermé, alors un du moins d’entre 
les points du maximum (absolue) de la foncion u est 
situé sur le contour du (7)“. 

Dém. Soient (D,) et (D,) deux domaines planes à l’aide des- 
quelles (7) est défini et soit (æx?, y$, x3, y3) un des points, où la 
fonction u devient maximum. Nous savons, que ce point est sur la 
frontière du (7!) (en dehors du cas trivial u == const), et alors une 
au moins de deux circonstances doit se présenter: 

(x9, yi) doit être point frontière du (2,), ou (x, y9) doit être 
point frontière du (2,). Supposons, que par exemple c’est le pre- 
mier cas, qui a lieu. Or, on voit sans peine, que la fonction 
u(a, Yi, Ta, Y2), considerée comme la fonction des variables (x,, y3), 
a un des points du maximum (absolue) sur la frontière du (D,). 
Soit (4,72) un d'entre tels points. 


1) V. p. e. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie II Bd. I Lieferung, 
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Je dis, que le point (+9, y$, z9, 9) est le point du maximum 
(absolue) pour la fonction w(x,, Y1, £y, Yə) dans (7°). 
En effet, on a 


u(x, Yi, T2, Ya) = U(E, Yi, Las Ya) 
tans tout (D;) et alors 
(1) ulat, y, 8, 7) = (at. y, 28 VD. 
D'autre part d’après l'hypothèse l'inégalité 
u(zi, Yi, £3, Y3) = U(E, Yi Ta Y2) 
est valable dans tout (T,) et alors 
(2) u(x, Y3, 23, Y2) = U (21; y, T2, Ya). 
On a done 
u (æi. y7. T3, Ya) = U(X, Y1, T3, Ya). 


ce qui nous montre, que le point (æf, y$, 22, J2), (qui est situé sur 
le contour!) est aussi un point, où la fonction u devient maximum. 
Cr fade 

Remarque. Il est évident, qu'une proposition analogue pour 
les points du minimum (absolue) est vraie. 


§ 2. Problème de Dirichlet dans le cas du hypersphé- 
roïde. Nous allons maintenant donner l'énocé du problème, dont 
la solution constitue l'objet principale de ce chapitre. 

Nous lappellerons „problème de Dirichlet“ par analogie 
à la théorie du potentiel, en ajoutant, que nous nous bornerons, aussi 
bien dans l'énoncé, que dans la solution, au cas le plus simple, 
à savoir du hypersphéroïde. 

Voici l'énoncé du problème: 

„Soit /(8,, 8) une fonction définie et continue sur 
le contour du hypersphéroïde (7,), dont le centre se 
confond avec l'origine des coordonnées. Soient R, et R; 
les rayons du (Tp). 

Déterminer une fonction u(ri, Pi, r2, P2) 

1° doublement harmonique à l'intérieur du (17) 

2° telle, qu'on ait 
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lim [u(r Pi; ra; P2) — (0, &)] = 0, 
‘(ris Pi: Ta:P2) —> (Rs. 61, Ro, 02) 
le point (ri, Qi, ”% P2) étant situé toujours à l'intérieur 
du (Ta) et (R,, 0u, Ro, O2) étant un point quelconque sur 
le contour“. | 

Dans ce qui va suivre nous allons montrer que la solution 
du problème proposée existe toujours et qu’elle est unique. Ici 
nous voulons seulement faire encore une remarque. 

Si on compare l'enoncé du problème formulé plus haut à celui, 
qu'on donne au problème de Dirichlet dans la théorie du potentiel, 
on voit, qu'il y a une différence entre ces problèmes. Dans la thé- 
orie des fonctions harmoniques on demande la fonction x, continue 
dans tout domaine fermé, tandis que dans le problème, formulé 
plus haut, nous avons omis cette condition. On trouvera l'explica- 
tion de cette différence pendant la démonstration du théorème d’u- 
nicité de solution. 


$ 3. Théorème d'unicité. 

En passant à la solution du problème de Dirichlet, nous allons 
démontrer la proposition suivante: 

„Le problème de Dirichlet possède au plus une 

solution“. 

Voici quelques lemmes, qui dans leur ensemble sont équiva- 
lents à notre assertion. 

I. „Il existe au plus une solution du problème, 
qui est continue dans (Ty) fermé“. 

Ceci est évidemment une concéquence immédiate du théorème 
sur les extrema des fonctions doublement harmoniques. 

II. „Une solution, continue dans (7,) fermé, existe“. 

Nous démontrerons ce lemme dans le $ 4", naturellement 
d’une manière indépandante des considérations du paragraphe présent. 

III. „Si w est une solution du problème, alors w 
est continue dans le domaine fermé (7,)“. 

En effet, supposons, que la fonction # est une solution du 
problème de Dirichlet dans le cas particulièr 


AUR 62) = 0; 


La fonction uw(r,,g.r:,9) tend donc vers zéro, lorsque le 
point (r1; Pı, 7». P2) tend vers un point du contour, en restant à l'in- 
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térieur du (7,). En vertu de la remarque, que le contour est un 
ensemble fermé, on peut affirmer, que cette convergence est uni- 
forme. On peut donc à tout e >> QO faire adjoindre un autre nombre 
positif ô, tel qu’on ait 


BR =r <O R, —7r; L8 7 | ufr: Pi, ras Ps) | LE. 


Soit maintenant (T) un hypersphéroïde concentrique avec 
(Ty), dont les rayons R; et R, sont assujettis aux conditions 
R, —R <ô 
R — R < 6. 


On a donc à 
| ulRi; Qis ERa, Pa) | LE 


æt alors d’après le théorème sur l’extremum on a 


| u(r, Qı, Ta; Po) | < € 


dans tout (Tp) fermé. 

Des nombres € et ô étant aussi petits, que l’on les veut, on 
voit, que 

(ri, Pas Vas Pa) = 0 

-dans tout l’intérieur du (7,). 

Notre lemme étant démontré dans ce cas particulièr, on peut 
maintenant donner une démonstration rapide dans le cas général. 

Supposons, qu'il existe une solution v du problème de Dirichlet, 
qui n’est pas continue dans (7,) ferme. On sait, la validité du 
lemme II étant admis, qu'il existerait encore une autre solution u, 
qui serait continue dans (7,) fermé. La différence  — u était alors 
une solution du problème de Dirichlet avec des données f(4,, 8,)=0, 
qui ne serait pas continue dans (7) fermé, ce qui est impossible. 
Ora- tt 

Remarque. Ces trois lemmes prouvent, que notre proposi- 
tion énoncée au début de ce paragraphe, est vraie. Il nous reste 
sseulement à démontrer le lemme II™, c’est à dire à prouver, qu’une 
olution continue dans (T,) fermé, existe. 


$ 4. Intégrale de Poisson pour les fonetions doublement 
harmoniques. 


L'existence d'une solution du problème de Dirichlet et de 
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plus la forme de cette solution, peut nous être facilement suggérée, 
par les théorèmes de la théorie du potentiel logarithmique. On sait, 
que dans cette théorie dans le cas d’un cercle, le problème de Di- 
richlet est resolu à l’aide de l'intégrale de Poisson!) 

Dans la théorie des fonctions doublement harmoniques on 
peut aussi considérer un algorithme intégrale, qui nous fournira 
la solution du problème de Dirichlet dans le cas du hypersphéroïde, 
auquel nous réserverons le nom ,intégrale de Poisson pour 
les fonctions doublement harmoniques“. 

Soit /(8,, 8) une fonction continue sur le contour du (Ty). 
Par „l'intégrale de Poisson“ appartenant à cette fonc- 
tion nous entenderons la formule 


2n 2n 
i 1 A 
(3) u (r13 Pas l'a Pa) = taJ fre 60:) H, . H, d6,, d6, 
0 © 
où 


(4) H,= 7 (x= 1,2) 
et où l, désigne la distance des points (R,, 0,) et (r,, p,). 

On voit immédiatement que la fonction (3) est doublement 
harmonique à l'intérieur du (Tp). 


§ 5. Solution du problème de Dirichlet. Comme nous 
avons dit plus haut, on peut ésperer, que la solution du pro- 
blème de Dirichlet est fournie par la fonction (3). Pour 
cela il nous reste à démontrer, que cette fonction tend vers /(6,, 0a), 
lorsque le point (ri, P1, 72.9.) en restant à l’intérieur du (Tẹ) tend - 
vers (R,, 0i, Ra, 0a). D'autre part, il nous faut, en vertu du lemme 
II" du § précédent, démontrer, que v est continue dans (7',) fermé. 

Prouvons d'abord, que la fonction u tend vers une limite 
déterminée, quand le point (r,,:,7:, 92) tend vers un point de 
frontière, point, qui n’est pas situé sur le contour du (7). j 

Pour fixer les idées supposons, que les coordonnées- hyper- 
sphéroïdales de ce point sont (R,, 8,,r£”,0), ce qu'on peut toujours 


3) V. p. e. Goursat. Cours d'Analyse. T. II. I] Éd. p. 138 et suiv. 
ou Picard, Traité d'Analyse. T. II. Éd, II. p. 15 et suiv. 
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obtenir par une simple transformation des variables. On a natu- 
rellement 
r® =< R, 


et il nous faut prouver, que la fonction w(r,, Øi, ”2, 2) tend vers 
une limite, lorsque le point (r1, Ø1, fa, Pa) tend, en restant à Pinté- 
rieur du (7,), vers le point (2,, 0, r9, 0). 

Nous ferons ceci, en démontrant, que dans ce cas, la différence 


ef. 
6 UF Pa "a Pa) — gy- | 10: 0) H3 d6, 
0 


— es \ 
(où on a posé H}= RE ] 


R? + 2R,r® cos 0, + r92’ 
tend vers zéro. 

Soit ô un nombre positif arbitraire. En modifiant convenable- 
ment des raisonnéments classiques, on obtient: 


2n 
1 pta 
| ulri, Pis ro Pa) — AUS 0) H3 d0, | = 


saji jaf rown — f(0, 6,) H$ | dé, |a + 


saf" k sf re | H, — H} | de | d, + 
tE T m|; f LG 4) — (0,9) | H3 d0, | a0, 


Désignons les trois intégrales du second membre de cette 
inégalité par Z,, I}, /, et par M la plus petite limite supérieure de 
la fonction | #(8,,@,) |. Soit e un nombre positif arbitraire et Ô 
un autre nombre positif choisi de tel façon, que les relations 


[ra — 9 | <ð 
(6) [ps | <8 
r, < Re 
entraînent l'inégalité 
€ 
—- 0 — 
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Supposons de plus, qu'on a 


[a 1<62 [716 4) — FU, 8) | <— 


3.max HY 


Il est évident, qu’on peut toujours satisfaire à ces inégalités, 
dont une conséquence immédiate sont des inégalités 


€ 
h| S; 
Er 


Il s’agit encore de prouver, que lintégrale J, tend vers zéro 
avec R — r- 
Désignons par N le nombre 


N = max | (01, 02) Ha — f(0, 8,) . H3 |, 


où la fonction /(6,, 6). Ha — f(0, 0a) H3 est considerée comme la 
fonction des variables. 4,, @,,r,,g, dans le domaine (6) pour les 
variables »,,p,. des variables 6,. O, étant arbitraires. 
On voit facilement, que 
2x0 


N 
IL | <=, | Hit 
ô 


et comme d’après un théorème classique sur l'intégrale de Poisson 
nous savons que la second nombre tend vers zéro avec R, — r;, 
nous voyons, que l'intégrale /, tend aussi vers zéro. 

D'après cela nous pouvons dire: 

»L’intégrale de Poisson pour les fonctions dou- 
blement harmoniques, appartenant à une fonction 
continue, tend vers une limite déterminée, quand le 
point variable tend, en restant à l’intérieur du (7), 
vers un point frontière du (7,) qui n'appartient pas 
au contour du (7,)“. 

Envisageons maintenant un point du contour, p. ex. le point 
(R,,0, R,,0) (ce qu'on peut toujours supposer sans diminuer la gé- 
néralité des raisonnements) et examinons ce qui se passe, quand 
le point (ri; Pı, 7, P2) tend, en restant à l’intérieur du (Ty), vers 
ce point. Il est facile de prévoir, que la différence 


(ri Pis 3, Pa) — (0, 0) 
tend dans ces circonstances vers zéro. 
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2a—6 2n—0 


u(r Prapa) TOO) paf JE 0) 70,001 H H, d0, 8, + 
ô ô 


ô a-ö 
+i Jf fiO, 02) — f(0,0)] H, H, dB, } dB, + 


Le Tta 


+ ga JU UC 8) — 710,0) H, H, d0, } d0, + 
1 Sa T 
ARE S fre. 6) — £(0,0)] . H, H, d0, d0. 
3 5 —4 ~ 
Nous avons done 
Ia—ð 2x0 
| (ri, Pa: ra, P2) — (0,0) | Sim, H, dB, d0, + 


re 


+8 2n--0 
2M 
+ a J |J H H dodo +7 a Jif manu 
—8 6 

+ | (6, 04) — f(0, 0) 
où on a par (0, 03) désigné le point, pour lequel la fonction 

i #(6:; 82) — (0, 0) | 

devient maximum absolue dans le domaine 


EURE 
| 0 | Sô. 


On voit maintenant facilement, que tous les termes d’inéga- 
lité (7) peuvent être rendus si petits, qu’on les veut, ce qui nous 
montre. que 

“l'intégrale de Poisson pour les fonctions dou- 
blement harmoniques, appartenant à la fonction 
f(O, 0) tend vers cette fonction (et même uniformé- 
ment), quand le point (ri, Prz% P2) tend vers uu point 
déterminé du contour“. 

Remarque. Les considérations précédentes nous démontrent, 
que notre solution est continue dans (Tp) fermé; nous avons donc 
démontré aussi le II™® lemme du paragraphe précédent. 
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En faisant un résumé, nous obtenons la deuxième propo- 
sition fondamentale de ce mémoire: 

„Il existe toujours une et uue seule solution du 
problème de Dirichlet, dans le cas du hypersphé- 
roïde. Cette solution est nécessairement continue 
dans (Tp) fermé“. 


$ 6. Remarques sur le problème de Dirichlet dans le cas, 
où les données sont définies sur toute la frontière du (7). 


Il existe une différence profonde entre le problème de Di- 
richlet traité dans la théorie du potentiel et entre le problème 
traité plus haut. Cette différence consiste en le fait, que daps la 
théorie du potentiel la fonction donnée est définie sur toute la 
frontière du domaine, pendant que dans la théorie des fonctions 
doublement harmoniques la fonction donnée est définie sur une 
partie de la frontière. partie, qui est une multiplicité à deux 
dimensions, pendant que la frontière même est une multiplicité 
à trois dimensions. 

Or on peut naturellement aussi dans le cas des fonctions 
doublement harmoniques formuler le problème de Dirichlet avec 
des données définies sur toute la frontière du (7,), mais d’après 
les résultats déjà obtenus on peut affirmer, que ce problème n'est 
pas en général possible 1). 

Précisons le problème: 

„Soit f(M) une fonction continue du point de la 
frontière du (Ta. Détérminer une fonction w(P): 

1° continue dans (Tp) fermé 

2° doublement harmonique à l'intérieur du (7,), 

39 vérifiant la conditon 


u(P) = f(M), 
lorsque le pont P, étant à l'intérieur du (7,) tend 


vers M“. $ 


La solution decoule immédiatement des considérations du $ 5°: 
Théorème: „Pour que la solution du problème 
existe, il faut et il suffit, que les valeurs de la fonc- 


1) Poincaré à déjà remarque ceci dans le cas des fonctions hyperharmo- 
niques, On voit pour cela des mémoires citées plus haut. 
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tion (M) s'expriment par les valeurs de cette fonc- 
tion, qu'elle prend sur le contour, au moyen des for- 
mules: 
iif 
fM) = z; f fM’) B, d, 


0 


2x 
fM) = zy J AM) H, dent. 


§ 7. Développement de l'intégrale de Poisson en série 
de Fourier. 

En términant ce mémoire nous allons appliquer des résultats 
obtenus plus haut à la théorie des fonctions hyperharmoniques. 

A cet but, en suivant la marche indiquée par la théorie du 
potentiel, développons l'ntégrale de Poisson en série de Fourier. 

Soit f (81,0) une fonction continue du point du contour du 
(Ta) L'intégrale de Poisson, qui correspond à cette fonction peut 
être mis sous la forme 


27 27 
il L 3 
Ulfi Pas Ta Pa) = af [z fre d) H, ao,| Hd 


0 


Mais on a 


27 2z 
1 L 
gn JO 00 Hs d0, =, [6 8) d0, + 
0 0 


00 27 
1 z 
Sis n 2 A fre 9) cos x(0, — pı) - d0, !), 


et alors 
1 2x 2x 
U(r, Pi; Ta Pa) = An? S Siob db, dð, + 
> ASE 0 0 
+ gs S (g) S f Ont) c08 (8 — o) de, d0, + 


#=1 0 0 


e e H e 


1) V. p. o. Goursat l. c. p. 187 et suiv, 
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oo 2n 2n 
1 Na a 
©) Tam 2 (x) Í J f (Os; 64) sou (8, — gpa) d0; doh + 
Pa = 2x 2n 
o 22 FRE 2 J JB Be)eos #Bi=q). cos (8-ps)d dé 


La série (*) converge dans tout l'intérieur du (7,) et cette 
convergence est uniforme dans tout domaine fermé, situé entière- 
ment à l'intérieur du (7,). La manière. dont on peut établir ces 
points essentiels est classique, et on peut pour cela consulter p. ex. 
le livre cité de M. Goursat. . 


$ 8. L'intégrale de Poisson et les fonctions hyperhar- 
moniques. La fonction u(ri, Pı, re; Pa) définie par la formule (3), 
où la fonction /(4,.6,) est supposée intégrale est évidemment dou- 
blement harmonique, mais elle peut ne pas être hyperharmonique. 
D'atre part, on sait, que toute fonction hyperharmonique dans un 
hypersphéroïde (7), situé à l'intérieur du domaine de regularité de 
Ja fonction u peut être toujours mis sous la forme (3). Nous som- 
mes donc d'une manière naturelle conduits au problème: „D éter- 
miner des conditions nécessaires et suffisantes, pour 
que la fonction (3) soit hyperharmonique à l'intérieur 
du (1; 

Pour résoudre cette question, prenons comme le point de dé- 
part le développement (8) et calculons la valeur du pu. 

On a 


(9) J fre 0») COS x (6, = pı) cos} (b n P) dð, at,| 


0 


ph hp 


x=1 =] 
An 27 


f F(b, 9.) A 18) — (xp, — 1p,)] d0, dB. 
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Cherchons d’abord les conditions nécessaires. On doit avoir 
pau = 0 dans (T), done tous les coefficients de la série entière (9) 
doivent être nuls: 


2x 2n 


$ Jr; Bu) costa — 104) — Cap, — Ip) dé dé, = 0 


EN E D ED, 


Cettes relations doivent être vérifiées pour toutes les valeurs 
des variables @,, Pp, donc on doit avoir 


In ?n 


fre b,) cos (x0, — 10,) dé, d0, = 0 
(10) x 2 2x = z 
i f(O, 8) sin (x0, —10,) dé, dð = 0 

0 0 R 


AEE 


Les relations (10) sont nécessaires, pour que lintégrale (3) 
satisfasse à l'équation p;# = 0, donc pour qu’elle représente une 
fonction hyperharmonique. Ces relations sont d’ailleurs — comme 
il est facile de voir — suffisantes, ce qui implique la troisième 
proposition fondamentale du présent travail: 

„La fonction f(, 0) étant supposée intégrable 
sur le contour du (Ta), les relations (10) expriment 
des conditions nécessaires et suffisantes, pour que 
l'intégrale (3) soit une fonction hyperharmonique 
à l'intérieur du (7,)“. 

Remarque. On peut à l’aide de ce théorème facilement 
démontrer le théorème fondamentale du $ 4™° 1). 


$ 9. Problème de Dirichlet dans le ceas des fonctions 
hyperharmoniques. 

Prenons maintenant le problème de Dirichlet pour les, fonc- 
tions hyperharmoniques, c’est à dire celui qu'on obtient du pro- 
blème énoncé dans le $ 2™°, en remplaçant les mots „doublement 
harmonique“ par le mot ,hyperharmonique“. 


1) On voit pour cela la première des notres notes, citées plus haut. 
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On voit immédiatement, que. ce problème n'est pas en général 
possible, parceque la solution sera une fonction doublement harmo- 
nique, parfaitement détérminée, qui ne sera pas en général hyper- 
harmonique. 

Voici le théorème, qui donne la réponse complète: 

„Pour que le problème de Dirichlet pour les 
fonctions hyperharmoniques soit possible, il'faut et 
il suffit, qu'on ait : 

27 2% 
T F (0, à) cos (x0, —10,) dB, d0, = 0 


0 o0 
27 


27 
J i0, 04) sin (x0, — 16,) d0, db, = 0“ 


EA a E AN 


Remarque. En vertu du théorème, énoncé dans le § 6™° 
et des remarques faites plus haut, on peut facilement énoncer le 
théorème sur la possibilité du problème de Dirichlet pour les 
fonctions hyperharmoniques dans le cas, où les données sont défi- 
nies sur toute la frontière du (Ty). 


§ 10. Étude des relations (10). Ce dernier paragraphe est 
consacré à létude de la classe des fonctions f(0,, 6), définies sur 
le contour du (T,) et satisfaisantes aux relations (10). Dans cette 
étude nous nous bornerons aux fonctions développables en séries 
de Fourier uniformément convergentes. 

Soit /(6,,0,) définie par la série 


$ flOr 0a) = F Sie. cos rô, cos sôe + b, cos r8, . sin s8, + 


( r=) :=0 


+ y,, sin rÂ, cos sh, + d,, sin r6, sin s6, |, 


dont nous supposons, qu’elle converge uniformément, 
L'intégration de la série terme à terme étant legitime, on 
trouve facilement des relations 


On 2n 


f(O, 02) cos (x0, — 10.) d0, dh, = T? (Q p 1 + 8, ;) 


0 0 
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2x 2n 


fre 02) sin (x0, — 104) d9, dh, = n° (Yr: — Bu) 


beb=2%4) 


Pour qu'on ait done les relations (10) satisfaites, il faut et 

il suffit, qu'on ait 
dy — Ô, = 

(12) Bar Vu 0 
Dans le même temps nous voyons, que les coefficients Œo ay 
sont entièrement arbitraires. 

. Les considérations précédentes nous montrent que pour r et 
-s naturels, le polynome trigonométrique constituant un terme 
de la série (11) peut renfermer seulement deux constantes arbi- 
traires et qu’il peut être mis sous la forme 


a, cos (r6:, + s02) + Brn . sin (r61, + s0). 


Ceci implique la proposition suivante: 

„Pour, que la fonction f(6,,4,) définie sur le con: 
tour du (Ta) et déveluppable en série (11) uniformé- 
ment convergente satisfasse aux relations (10) il faut 
il suffit qu'elle soit de la forme 


FE; 8) = (8) + P0) + X Dix. cos(r8+58,)4-8,.sin(r8, +588 ] 


r=] =] 


où les fonctions g(#,) et (8) sont arbitraires, assu- 
jetties seulement à la condition d'être développa- 
bles en séries de Fourier uniformément convergentes 
et où les constantes @,, B,, sont entièrement arbitraires“. 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. o 7 
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